













 DISCRETE ANALYSIS FOR FRAMED STRUCTURES 








In this paper, the bar element of Hybrid-type Penalty Method (HPM) is developed. As displacement 
field, it is assumed that an independent linear displacement field for axial direction and an independent 
third-order displacement field for bending in each element are combined. This model has six degrees of 
freedom called rigid body displacement, strain and gradient of strain of center of gravity of elements. 
The incidental conditions on the continuity of displacement are considered using a penalty function. The 
solution obtained by present method is consistent with the exact solution. This element is useful when 
used in combination with the plane or solid element. 
















構造解析などによく利用される有限要素法 (FEM : 








































図 1 棒部材 
 
 
  (1) 
 
ここで， ,  は垂直ひずみと曲率， ,  は軸力と曲げ
モーメント， , ,  は部材重心の剛体変位(軸方向，軸
直交方向，回転)， , ,  は軸および軸直交方向の分布
荷重と分布モーメントである．また，下付きの ,  は 軸
の正および負側の端点を表す． 
（２）付帯条件とハイブリッド型仮想仕事式 





図 2 隣接２部材の共通の境界 
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この付帯条件を Lagrange の未定乗数 を用いて，次の
ように表す． 
 













図 3 HPM の棒要素の自由度 
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ここで，式(6)(7)の係数行列は，式(5)の係数行列に対し，







図 4 隣接する２要素 
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ここで，  は剛性行列，  は付帯条件による項，

























図 5 棒要素とピン要素(左側) 
 






















図 6 棒要素とピン要素(右側) 
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５． 座標変換 




































図 8 片持ちはり型ラーメンの解析モデル 
解析結果を表 1，図 9 に示す．表 1 は各要素の変位を示
しており，表示した桁数の範囲内で厳密解と一致する．
図 9 は断面力図であり，こちらも厳密解と一致する． 
 









図 10 に示すような 2 層ラーメンの解析を行った．①③
⑤⑧⑩⑫要素がピン要素，②④⑥⑦⑨⑪要素が棒要素で
ある． 
解析結果を表 2，図 11 に示す．表 2 は節点 3 の変位を
示しており，表示した桁数の範囲内で厳密解と一致する．






図 10 ２層ラーメンの解析モデル 
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